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nur fiir K" > :t]/za, . Diese Bedingung ist fiir C nahe
bei 1/2 erfiillt.
Eine Fourier-Reihe fiir H lautet (Baremax 19, S. 345)

= ,
1/ u 2= IL\ﬁ (n.‘z a, s)
H(s) = l 1 Ks|a® ,‘1/?1 D), cos K ] - In Y
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. e—anK'[K
mit Dn= ) sankik
und ] S T+F((p0,k):]/ 25 g o2

2 Sy

Die Reihe konvergiert fiir C nahe bei 1/2 sehr rasch.

Nidhtlineare Elastizititstheorie geradliniger Versetzungen
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Aus dem Max-Planck-Institut fiir Metallforschung, Stuttgart,
und dem Institut fiir theoretische und angewandte Physik der Technischen Hochschule, Stuttgart
(Z. Naturforschg. 15 a, 758—772 [1960] ; eingegangen am 29. Mirz 1960)

Die Spannungsfunktionsmethode zur Losung von Eigenspannungszustinden wird, ausgehend von
der Riemanx—Cartanschen Versetzungsgeometrie, in allgemeiner Form entwickelt. Die praktische
Berechnung ebener Eigenspannungszustinde in einem isotropen Medium im Rahmen der Elastizi-
tiatstheorie zweiter Ordnung wird im einzelnen dargestellt. Einfache Verhiltnisse ergeben sich fiir
kontinuierliche Verteilungen gerader paralleler Schrauben- oder Stufenversetzungen. Mit den dafiir
erhaltenen Formeln werden in quadratischer Ndherung die Spannungsfelder singuldrer Schrauben-
und Stufenversetzungen berechnet, die in der Mittelachse hohler Kreiszylinder mit spannungsfreien
Rindern liegen. Als Nebenergebnis erhalten wir die bekannte Zexersche Formel fiir die mittlere
Volumenaufweitung bei Eigenspannungen aus der quadratischen Elastizitdtstheorie.

In einer vorangehenden Arbeit! ist dargelegt
worden, welche Vorteile die nichtlineare Elastizitits-
theorie fiir die Behandlung von Fehlstellen in Kri-
stallen bietet und welche der linearen Elastizitits-
theorie iiberhaupt nicht zugéinglichen Probleme da-
mit losbar werden. Wie bei der linearen Elastizitits-
theorie gibt es auch bei der nichtlinearen Theorie
zwei zueinander komplementdre Rechenmethoden:
Erstens lassen sich Jerschiebungen einfiihren und
so die Kompatibilititsbedingungen identisch erfil-
len. Die zu losenden Gleichungen sind dann die in
den Verschiebungen ausgedriickten Gleichgewichts-
bedingungen. Zweitens kann man die Gleichgewichts-
bedingungen durch einen Spannungsfunktionsansatz
befriedigen, was allerdings nur moglich ist, wenn
keine Massenkrifte ohne Potential und keine Trig-
heitskrafte zu beriicksichtigen sind. Die Differential-
gleichungen des Problems, denen die Spannungs-
funktionen geniigen miissen, sind dann die Kom-
patibilititsbedingungen oder, bei Eigenspannungen,
deren Verallgemeinerung.

Die uns in der Physik der Gitterfehler interessie-
renden Probleme sind so beschaffen, daB je nach
Fragestellung einer der oben bezeichneten beiden

1 A. Sercer u. E. Maxy, Z. Naturforschg. 14 a, 154 [1959].

2 E. Kroxer, Kontinuumstheorie der Versetzungen und
Eigenspannungen, Springer-Verlag, Berlin-Gottingen-Hei-
delberg 1958.

Wege giinstiger als der andere oder nur allein gang-
bar ist. Will man beispielsweise die Streuung elasti-
scher Wellen an Fehlstellen, etwa Versetzungen, be-
handeln, so ist wegen der Trigheitsglieder das Rech-
nen mit Verschiebungen — jedenfalls bis jetzt —
unvermeidlich. Bei statischen Eigenspannungsproble-
men dagegen ist, wie auch schon in der linearen
Theorie 2, die Beniitzung von Spannungsfunktionen
sehr zweckmiaBig. Dieses Verfahren ist sogar un-
entbehrlich, wenn kontinuierlich verteilte Versetzun-
gen, die ja die elementaren Eigenspannungsquellen
sind, behandelt werden sollen.

Die Grundlagen fiir die Verschiebungsmethode hat
Mur~acHAN #  ausgearbeitet. In sog. quadratischer
Niherung ist damit ein verhéltnismafBig einfaches
Versetzungs-Randwertproblem, nédmlich eine Schrau-
benversetzung in einem Hohlzylinder, gelost wor-
den !. Die Anwendung dieser Methode auf die Streu-
ung elastischer Wellen an Fehlstellen, die sich be-
sonders im Hinblick auf Probleme der Warmeleitung
durch Gitterschwingungen als sehr fruchtbar er-
wiesen hat, wird an anderer Stelle gegeben werden.
Je nach ZweckmaiBigkeit lassen sich die Verschiebun-
gen als Funktionen des unverformten Anfangs- oder

3 F.D. Mur~xacuax, Finite Deformation of an Elastic Solid,
J. Wiley & Sons, New York 1951.
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des verformten Endzustands beschreiben. Dement-
sprechend kann man auch den bei einem bestimm-
ten Problem verwendeten Verzerrungstensor auf An-
fangs- oder Endkoordinaten beziehen.

Die Anwendung der Spannungsfunktionsmethode
auf nichtlineare Versetzungsprobleme haben KroNer
und Seecer? gegeben. Wir stellen dazu zwei Ge-
sichtspunkte heraus: 1. Da die Gleichgewichtsbedin-
gungen fiir den Endzustand gelten, ist diese Methode
fiir solche Probleme besonders geeignet, die sich in
Endkoordinaten einfacher formulieren lassen. Die
Verschiebungen treten hierbei gar nicht explizit auf.
2. Wahrend die Mur~acransche Theorie mit elemen-
targeometrischen Betrachtungen auskommt, beniitzt
die Spannungsfunktionsmethode Begriffe der hohe-
ren Geometrie, insbesondere das Verschwinden des
Krimmungstensors als Ausdruck der Euklidizitat
des verformten Zustands und die Cartansche Torsion
als MaB fiir die Versetzungsdichte. Dank der Arbei-
ten verschiedener Schulen (siehe die Zusammenfas-
sungen von Konpo?, BiLy® und Kroxer7) liegt
diese Riemann—Carransche Geometrie in abgerun-
deter Form vor. Fiir die Auswertung der sich daraus
fiir die Eigenspannungsbestimmung ergebenden Ten-
sorformeln (Ziffer 3), welche fiir allgemeine Koordi-
naten gelten, wird diese Geometrie jedoch nicht mehr
benotigt.

In der vorliegenden Arbeit wird die Spannungs-
funktionsmethode auf ein isotropes Medium in qua-
dratischer Ndaherung angewendet; wir beniitzen also
eine quadratische Spannungs—Dehnungs-Beziehung.
Zu den aus der linearen Theorie bekannten beiden
elastischen Konstanten kommen dabei noch drei wei-
tere Konstanten ,,dritter Ordnung® hinzu. Die sich
zu deren experimenteller Bestimmung anbietenden
Moglichkeiten sind von Seecer und Mann ! kurz be-
sprochen worden.

In Ziffer 1 wird zunéchst die in der MURNAGHAN-
schen Theorie beniitzte Spannungs — Energie-Bezie-
hung nach der Verzerrung aufgelost und damit die
quadratische Spannungs — Dehnungs-Beziehung (d.
h. der Spannungstensor als Funktion des Dehnungs-
tensors betrachtet) in eine Dehnungs — Spannungs-

4 E.Kroner u. A. SEEGER,
[1959].

5 K. Koxpo, Memoirs of the Unifying Study of the Basic
Problems in Engineering Sciences by Means of Geometry.
Band I u. II, Tokyo: Gakujutsu Bunken Fukyu-Kai 1955
u. 1958.

6 B. A. Biey, Continuous Distributions of Dislocations, Pro-
gress in Solid Mechanics 1, 329 [1960].
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Beziehung umgeschrieben. Dabei ergibt sich die Ge-
legenheit, einen {rither* unterlaufenen Fehler zu
verbessern. In Ziff. 2 wird unter Verwendung eines
Satzes von ALsenGa ® iiber Eigenspannungszustinde
die bekannte Zenersche Formel fiir die durchschnitt-
liche Dilatation eines elastischen Korpers aus den
Grundformeln der quadratischen Elastizitdtstheorie
abgeleitet, wiahrend Zexer? ja urspriinglich einen
ganz anderen Beweisweg benutzt hatte. Als Ziff. 3
schieben wir eine kurze Zusammenstellung der zur
Eigenspannungsbestimmung nach Kroner und Sek-
GER 4 benotigten Grundformeln ein. In Ziff. 4 werden
diese auf ebene Zustinde spezialisiert und fur all-
gemeine Zylinderkoordinaten explizit angegeben.
Diese Formeln bilden spiter die Grundlage fir die
Losung von Randwertproblemen mit geradlinigen
Versetzungen. Ziff. 5 spezialisiert die Formeln von
Ziff. 4 weiter auf den Fall kontinuierlicher Verteilun-
gen geradliniger Schraubenversetzungen. Ziff. 6 16st
das spezielle Randwertproblem einer Schrauben-
versetzung, die sich konzentrisch in einem hohlen
Kreiszylinder befindet, wobei die Ubereinstimmung
mit dem mit der Verschiebungsmethode erhaltenen
Ergebnis nachgepriift und bestitigt wird. Ziff. 7
gibt die allgemeinen Formeln fiir kontinuierliche
Verteilungen von geraden parallelen Stufenverset-
zungen an. Mit deren Hilfe werden in Ziff. 8 die
Spannungskomponenten fiir eine Stufenversetzung,
die in der Achse eines hohlen Kreiszylinders ver-
lauft, in quadratischer Niherung berechnet. Es han-
delt sich hierbei um ein ziemlich kompliziertes Pro-
blem, dessen Losung schon in der linearen Theorie
einen gewissen mathematischen Aufwand erfordert.
Als nichtlineares Problem wire es wohl mit der Ver-
schiebungsmethode praktisch iiberhaupt nicht zu 16-
sen. Es zeigen sich hier sehr deutlich die schon ein-
gangs erwihnten Vorziige der Spannungsfunktions-
methode, die diesem und &hnlichen Problemen
bestens angepalit ist. Schliellich bringen wir im An-
hang einige mathematische Erlduterungen, mit de-
nen wir den laufenden Text nicht belasten wollen,
insbesondere die hier vorkommende Anwendung des

Riccr-Kalkiils.

7 E. Kroner, Allgemeine Kontinuumstheorie der Versetzun-
gen und Eigenspannungen, Arch. Rat. Mech. Anal. 4, 273
[1960].

8 G. AuBenca, Atti Accad. Sci., Torino, Cl. Sci. Fis. Mat.
Natur. 54, 864 [1918/19].

9 C.Zexer, Trans. Amer. Inst. Min. Met. Eng. 147, 361
[1942].
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1. Die Dehnungs—Spannungs-Beziehung

Zur Kennzeichnung der Deformation verwenden
wir den auf den deformierten (= End-)Zustand be-
zogenen (d. h. EuLerschen) Verzerrungstensor. Die-
ser wird in der nichtlinearen Elastizitdtstheorie wie
folgt eingefiihrt: Es sei ds, der Abstand zweier
Punkte im sogen. natiirlichen Zustand (s. Ziff. 3),
ds der Abstand derselben Punkte im deformierten Zu-
stand. Durch dsy? = g;; d2” d2’ bzw. ds® = a;; d” da!
(Summationskonvention!) werden dann die Mal-
tensoren des natiirlichen bzw. deformierten Zustands
definiert. Dabei soll durch d2* die gegenseitige Lage
der betreffenden Punkte im Endzustand beschrieben
sein. Der EvuLersche Verzerrungstensor ist dann de-
finitionsgemaf gleich

et =13 (ap — gr1) - (1)
Hierfiir schreiben wir symbolisch auch
(1)
wo I der Einheitstensor zweiter Stufe ist. Im Falle
infinitesimaler Verformung wird € mit dem in der

linearen Theorie beniitzten Verzerrungstensor iden-
tisch.

Fiir eine Zwischenrechnung werden wir ferner

e=3(I-g),

den Henckyschen logarithmischen Verzerrungstensor
h=—-1lng=-3In(I-2¢€)=€t€*+... (2)

brauchen.

Um die Spannungs — Dehnungs-Beziehungen der
Theorie zweiter Ordnung explizit zu erhalten, geht
man nach Mur~nacuaN ! von dem folgenden Ansatz
fur die auf das Anfangsvolumen bezogene Verzer-
rungsenergiedichte 1/(€) aus; da vy ein Skalar ist,
diirfen fiir ein isotropes Medium nur die Invarian-
ten von € eingehen: &= Spur, &;;=Summe der Un-
terdeterminanten der Diagonalelemente und &=
Determinante der Matrix, wenn wir die gemischt-
varianten Komponenten von € ins Auge fassen.

'P=j512+k511+l, £I3+m' 81811—1—71,6111. (3)

Das ist eine nach den Gliedern dritter Ordnung ab-
gebrochene Reihenentwicklung. Das Glied erster
Ordnung fehlt aus Stabilitdtsgriinden. Die Konstan-
ten j und % sind aus der linearen Theorie bekannt:
J=A24+u, k= —2u, 2=2ru/(1 —2»), u=_Schub-
modul, » = Querkontraktionszahl. I, m" und n’ sind
die durch (3) definierten Elastizitatskonstanten drit-
ter Ordnung 1,
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Aus der Energiedichte v errechnet sich der Span-
nungstensor @ (s. Arbeiten Anm. 1% 12) als
i_ 0 (§i_9gi) ¥ _ 0 vy

= (O —28) 5 77 = N )

Hierbei ist 0 bzw. g, die Dichte des Korpers im

<

End- bzw. Anfangszustand, ;' das KroNECKER-Sym-
bol und
o _ dV,

o = ar = V1-2e+4er—8em, (5)
wenn dV das Volumenelement im Endzustand, dV
dasjenige im Anfangszustand darstellt.

Aus (4), (3) und (5) folgt, sofern wir nur Glie-

der bis zur zweiten Ordnung beriicksichtigen,
4 ’
6 = (crerteper’+cy en) I+ (cy+cy er) €
+cg € +c; eret.

Hier sind die ¢, , ¢, ... Konstante. Zwischen ¢;’, 5,
cg und c; muB wegen der CayLey—Hamirtonschen
Gleichung €2 —¢1€ +- eI — e € 1=0 eine Bezie-
hung bestehen. Wir eliminieren ¢;" und erhalten

G = (Cl &1+ ¢y 812 +cg 811) I + (6‘4 +c5 €I)€+ cq7 EIIIG_I
(6)

mit ¢;=4, c=2u,

Co=—A+31+m/, c5=—(2A+6u+m),

;=4 u+m, c;=—4u+n.

Da in (3) nur 5 Konstante vorkommen, konnen die
6 Konstanten in (6) nicht voneinander unabhéngig
sein:

cgtes=—(2¢ci4+¢5) = =2(A+p). (7)

Das Dehnungs — Spannungsgesetz €(0) hat dieselbe
Form wie (6). Zwischen den dabei auftretenden
Konstanten muf} eine Beziehung analog (7) be-
stehen, die wir jetzt bestimmen wollen.

Nach (4) ist 61#:~000'0]’i ohi . Wir machen nun

eine LeEGENDRE-Transformation und fithren zu die-
sem Zweck die Funktion

Q= %o]-" hi—w (8)

10 F. D. Mur~acuan, Amer. J. Math. 59, 235 [1937].

Die schon friiher 3 1 beniitzten und als I, m, n bezeichneten

Konstanten dritter Ordnung héngen mit den hier ge-

brauchten folgendermaflen zusammen:

I=—224+30U+m’, U'=2(A+2p) +1+2m)/3,

m=—2(A+3u)—m'[2, m=—40Q+3u)—2m,
n=—12 u+n’, n’=12 u+n.

Diese Beziehungen sind in einer friiheren Arbeit?! zum

Teil unrichtig wiedergegeben worden.
12 C. Truespery, J. Rat. Mech. Anal. 1,125 [1952].
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ein. Es ergibt sich 6Q2 = ;7 § ( € gy ) und

0] O
3 (ﬂ oii) o | Sai
4

was als Umkehrung von (4) aufzufassen ist.

hi = 9)

Fir 2 machen wir den zu (3) analogen Ansatz

Q=Jo?+Koy+Lo?+Moyoy+N oy . (10)

In der linearen Theorie ist ¥ =3 o;i ¢, ferner nach
(2) h=¢€ und nach (8) 2=2vy—y=1v. Die Kon-

stanten J und K in (10) sind also aus der linearen

Theorie bekannt, namlich J= 2% (E = Elastizitats-

modul) und K= — % , wihrend L, M und N durch

(10) definiert sind. Falls nur Glieder bis zur zwei-
ten Ordnung beriicksichtigt werden, folgt aus (2),
(9), (10) und (5)

e (1_ﬂ)£_i9_£{

] 3%

—g— (J o+ K oyp) 0

mit % =E/3(1—2») als Kompressionsmodul, und
weiter

€= (Cyo1+Cyo2+Cso0p) I+ (Cy+Cs01)0  (11)
+Cromo™!

mit

=—'V/E C4=1/2ILL,
- [3v(1—v)—1] (e 222 _§F,

+3L+M, dpE

31— _ 1

3= o uE +M, Gy= v +N.
Offenbar ist

C3+C5=C,(C,+Cy) = - (12)

2uE
die gesuchte Beziehung.

Als Elastizitatskonstanten dritter Ordnung kom-
men sowohl I, m’, n’ von (3) als auch die L, M, N
von (10) in Frage. Einsetzen von (6) in (11) liefert
3x2(27L+9M+N) +31;(271’+9m’+n’) )

(2=37)
1+»)

’

2u2(3M+N) +~61; (Bm' +n') = —

=6,

82N+ 2 13
PN (13)
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Die GIn. (52) und (54) bei Kr6NER und SEEGER *
sind durch (10) und (11) zu ersetzen.

2. Lokale und mittlere Dilatation.
Ableitung der Zenerschen Formel

Die elastischen Konstanten 4, u, I', m’, n’ eines
isotropen Koérpers konnen auch von einem durch den
Druck p vorverformten Zustand aus gemessen wer-
den. Sie sind dann Funktionen dieser Vorverfor-
mung und der elastischen Konstanten fir p=0.
Bei Brirouin!? sind diese Funktionen unter der
Voraussetzung angegeben, dal (3) fiir die Gesamt-
verformung gilt. Fiir verschwindendes p ist diese
Voraussetzung erfiillbar und die Vorverformung
darf durch das lineare Hookesche Gesetz in p aus-
gedriickt werden. Wir konnen dann den Kompres-
sionsmodul % und den Schubmodul x nach p ablei-
ten und bekommen unter Beachtung von (13)

’ dx |

B = =3x2(2TL+9M+N)
dp [p—0
— L @it +om +n),
9 x
r—du | _ _ 2
K= | [u/=+22(3M+N)]. (14)

Die Elastizitdtskonstanten auf den rechten Seiten
dieser Formeln gelten fiir p=0. Die auf den End-
zustand bezogene Dilatation 0 ist nach (5) in zwei-
ter Naherung

6= (dV—dVO)/dV= 1 —dVO/dV =6‘I+%812—28H.

(15)

Wegen (11) und (14) konnen wir (15) auch in der
Form

8=81 o1+ So 0]2+83 o11 (16)

schreiben, wobei

1
31=ﬁ’
2= o 3 1 [4v(2-%)-3]+9L+2M
_ gy _ o
= 18;{2( D+ == (# )
-1 - _r
s +3M+N W (M x)

ist. (16) gilt fiir einen beliebigen Spannungszustand.
Da wir uns hier fiir Eigenspannungen interessieren,
ist es zweckméafBig, einen Satz von ALBENGA 8 mit in

13 L. BriLrouin, Les Tenseurs en Mécanique et en Elasticité,
Masson & Cie, Paris 1949.
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Betracht zu ziehen: Aus Gleichgewichtsgriinden gilt
(bei beliebiger Anisotropie) fiir einen Korper mit
Eigenspannungen

/odV:O. (17)

Zu integrieren ist iber das ganze Volumen. Gl. (17)
fithrt zu einer Vereinfachung, wenn wir die tber
das ganze Volumen gemittelte Dilatation © eines
Koérpers mit Eigenspannungen nach (16) bilden,
weil namlich 6; = 0 ist 2.

Wir teilen nun die Energiedichte der linearen
Elastizitdatstheorie, d. h. (10) ohne die Glieder drit-
ter Ordnung, in Dilatationsenergie E; und Scher-
energie E auf:

1'U =

1 (o> on efaE
2<E ;t)_'1+ s

(18)

or® E,:,l 102—0
18 ° ; 2#(3 : I

Aus (16), (17) und (18) folgt dann
o 1 ’ 1 ’ 3
@=32012+83OH= » (7. —]_) Ed+ B (‘lt — 'Z>b_\~.
(19)

E|1=

Das ist die von ZeNer? mit zum Teil thermodyna-
mischer Begriindung abgeleitete Formel. Die ver-
héltnismiBig gut meBbaren GroBen »" und 1 ver-
treten in ihr die Elastizitatskonstanten dritter Ord-
nung. Einige Werte fiir %" und 4’ sind bei Seecer
und Haasen 1* zusammengestellt.

3. Die Grundformeln der Eigenspannungs-
bestimmung nach Kroner und Seeger

Die statischen Grundgleichungen, das sind die
Gleichgewichtsbedingungen fiir die Spannungen 1?

Vi ot = 0 s (20)
werden durch den Spannungsfunktionsansatz
0 = o E IR g5 Vn VZ Xmk (21)

identisch befriedigt. Hier ist \/; das Symbol der
kovarianten Differentiation beziiglich der Metrik ay,
des deformierten Zustands und €% der total anti-
symmetrische LEvi—Civira-Tensor. Eine Erlduterung
dieser Begriffe bringt der Anhang.

14 A, Seecer u. P. Haasex, Phil. Mag. 3, 470 [1958].

15 Alle folgenden Gleichungen sind in Endkoordinaten ge-
schrieben.

16 Die Versetzungsdichte kann nicht beliebig vorgegeben wer-
den, sondern sie muf} die Bedingung des Nicht-Aufhérens
der Versetzungslinien im Korper erfiillen. Diese Bedin-
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Die geometrischen Gleichungen, welche die Bedin-
gungen fiir den Zusammenhalt des Korpers mit
Eigenspannungen darstellen, bezeichnen wir als
Grundgleichungen der Eigenspannungsbestimmung.
Sie lassen sich wie folgt formulieren: Der Riemann-
sche Krimmungstensor I, bzw. — gleichwertig —
der Eixsteix-Tensor 'V des sog. natiirlichen Zu-
stands muf} verschwinden. Wegen des nicht ganz ein-
fachen Begriffs ,,natiirlicher Zustand“ sei auf Anm. ¢
oder Anm. 7 verwiesen. Ist g;; die Metrik dieses Zu-
stands (beschrieben in den Koordinaten des End-
zustands), so ist

3 (ar— 8r) = €nt (1)

der EuLersche, d. h. auf den Endzustand bezogene,
Deformationstensor des Korpers mit Eigenspannun-
gen. Mit den Abkiirzungen

Emik = %(Vm Erl+ VZ Emk — Vk Etm)

1 4
hm/l.' = =2 (E mlp 17.7;5 = kmp a?l - e]lr_n a?)m)

und

erhdlt man die Grundgleichungen in der Form
(gl"[ 8ar= 0,7)

F(ij) = % {Ej”m Ei!k[Vn( -2 Emik + hmll-‘) (22)
- g'"’( -2 811/.'!/ + hnkq) ( -2 Emlp = hmlp) ] }(ij) = 0 s
wobei durch das Symbol (ij) angezeigt ist, da} der
symmetrische Teil beziiglich der Indizes 7, j zu neh-
men ist. af ist der als gegeben zu betrachtende
Tensor der Versetzungsdichte '%, in dem % den Li-
nienverlauf und [ die Richtung des BurcErs-Vektors

charakterisiert.

Wir ersetzen nun in (22) die Deformationen &
mit Hilfe des Elastizitatsgesetzes durch die Spannun-
gen, diese dann geméall (21) durch die Spannungs-
funktionen. Falls wir letztere, bei Beschriankung auf
den isotropen Fall, noch den zuldssigen Nebenbedin-
gungen

i — ¥ o) =
V(z Tra, M9 ) 0 (23)
unterwerfen, bekommen wir die nur noch Span-
nungsfunktionen und Versetzungsdichte enthaltende
Form der Grundgleichungen der Eigenspannungs-
bestimmung

Vi =y (3¥ ab); (24)

gung ist mit dem Verschwinden des antisymmetrischen

Teils des Eixsteis-Tensors identisch und schreibt sich *
Vina® 1=8gr1(—2 entg+hnkq) @™ p -

Bei physikalisch verniinftig ausgedachten Versetzungsdich-

ten ist diese Bedingung im allgemeinen a priori erfiillt.

Vgl. auch Anm. %7,
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i =2 N(’?ii‘*‘ liv n aii>, il = nyil + P+ Qi
(25)

Hier ist VA= Ve VIV (26)

der biharmonische Differentialoperator und

Nl = — (€N, ) ap (27)

s (ej“”l gk Wa Vi 8?,,]‘;)

der bekannte Zusammenhang zwischen der Verset-
zungsdichte und der Inkompatibilitit des Verzer-
rungstensors €° der linearen Nidherung. Ferner gilt

Pij — ginm gilk vn vlaglk y (28)

wenn die ¢ denjenigen Teil der Deformation dar-
stellen, der aus den Spannungen o'/ durch Anwen-
dung des nicht-linearen Anteils des Elastizitéts-
gesetzes folgt. SchlieBlich ist

G 1, sl
QU = §(e]nm gilk g Tnkq Tmlr) @) »

(29)
I'yin= —2¢&+hpu

Die Gl. (24) haben wir in einer Form geschrieben,
die sich als Ausgangspunkt fiir ein Iterationsverfah-
ren besonders eignet. Wir berechnen aus diesen Glei-
chungen zunichst die lineare Niherung y,”, indem
wir Pyl = Q47 =0 setzen. Damit geht (24) in die
bekannte Gleichung der linearen Theorie

V4 g =my (30)
iiber. Die mit Hilfe von (21) und (11) aus y,/ be-
rechneten Niherungen 17 fiir P/ und Q¥ nennen wir

P, und Q,”. Hiernach bestimmen wir x,"/ aus der

Gleichung

Vi u'i= ’]1“'1 > '/1ij = Plij+(?1ij . (31)

Im Rahmen der quadratischen Theorie ist dann

0% = — ; (ViVite: =2V 1Vt + Va2 Ve 211) =033,
o 1

0¥ = P (vl Vi Y23 -Vi V2Z13) ==
q 1

o3 = — 7 (Vs V1Z23 - V2 V2213) = T};t Ve ®= L

1 1
oll= — ;V2V2Z33= ’a’VZV‘zF’
\ 1 1 e
o2 = GV1V2Z33:_(L ViV, F. (357)

2 | 1
0= — p V1V1133= i V1V1F-

763
%= 1ol + 1y (32)
der gesuchte Spannungsfunktionstensor, aus dem ge-
mil (21) die Sgannungen folgen. In N-ter Nahe-
rung wire =A21 %!, wobei die z,7 aus der in-
homogenen Bipo::xftialgleiduung

v4 Xnij = nn’ij ’ 77nij = Pnij + Qnii
folgen.
Will man irgendwelche Randbedingungen erfiil-

len, so geniigt es, bemerkenswerterweise, dies im
letzten Naherungsschritt zu tun.

(33)

Genau genommen haben wir bei der Losung von (24)
auch auf die Nebenbedingungen (23) zu achten. Im
Falle unendlich ausgedehnter Medien 16sen indessen die
Integrale

zugleich die Gln. (23) und (24). Die Beriicksichtigung
der Nebenbedingungen (23) im Falle des Summations-
problems endlicher Korper ist nicht schwierig. Wegen
einer eingehenderen Diskussion vergleiche man Anm. 2
und Anm. 7. Bei der in den folgenden Ziffern beschrie-
benen Anwendung auf das ebene Problem sind die Ne-
benbedingungen stets identisch erfiillt.

4. Der ebene Eigenspannungszustand in
krummlinigen Koordinaten

Wir beniitzen zur Beschreibung des Endzustands
beliebige orthogonale Zylinderkordinaten z!, 22,
x3=2z. Der zugehorige Malitensor 18 hat die Form

a;;0 0
apr= |0 a,0|.
0

(34)
|

Fir den ebenen, von z unabhidngigen Zustand ist
V3=093;=0. Damit und mit a=|ay;| schreibt sich
der Spannungsfunktionsansatz (21)

(35)

1 1
L 7, - - 13 o,
Va ]/a (35//)

Fiir Transformationen zwischen verschiedenen Arten
von Zylinderkoordinaten (einschlieflich den kartesi-

17 In der quadratischen Niherung darf g#¢ durch a?? ersetzt
werden, was eine wesentliche Vereinfachung fiir die Be-
rechnung von Q,%/ bedeutet.

18 Manche der nachfolgenden Formeln, z. B. (35), gelten auch
fiir @z % 0 !
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schen Koordinaten z, ¥, z) ist der Index 3 invariant
und darf deshalb stets ohne weiteres heruntergezo-
gen werden. Ferner konnen wir die GroBen — y35=F
(Arrysche Spannungsfunktion) und

—(Vixes— Ve 213)/Va= — (81 X23 — 82 X13)/V‘17
= -\ =2D

(Spannungsfunktion der Torsion), sowie 033 als

Skalare behandeln.

Das Hooxkesche Gesetz, der lineare Teil von (11),
nimmt mit (34) und (35) die Gestalt an

0 1

833=ﬁ[023 15 (4F° + o) | = (033““”AF0)’
(36")

0o __ 17/ ang go o _ 1 1/ ang go

23 = 2MV011 9, 2°, £15= 2”1/022 3, 9°,
(36”)

a VeV, FO »

&h = 21/; {—20—2"' _*m(AF°+°gs)}’

8?2 =y »21/; vl V2F (361/1)

0 _aw [ViV F* v 0 0}

€90 = 24 o 13> (AF +033)| -

Der Operator \/'\/; von (26) ist gleich dem
Larraceschen Operator 4. Damit schreiben sich die
Gln. (30) fiir das ebene Problem

0% =vAF'+E&,, (37)
AP0 =2, (377)
AAFO = — 2B 47, (37")

1—»

Fiir ¢J; , { und %’ erhélt man aus (27) mit (36) die

Bestimmungsgleichungen !°

—-V1V15g3 =V‘;V1a?3a
Vi Veeg = J/g (Vialy —Vpa%),
—V2V2533 ——V‘IV2°‘ 3

Vil= —%[V1(a33—“?2)+vz G.zl] s
V2c= _%[V2(a33—a.11) +V1 a.lg] s

(38")

(38))

(387)

’7’ = ’1}7 (82 A3y — a1 dzs)

FH] 2 a4y 1
R VAT A
1 22

Nach der Integration von (37) kann der zweite
Néherungsschritt beginnen. Die Gln. (31) bekom-

H. PFLEIDERER, A.SEEGER UND E.KRONER

men die Form

oly =vAF1+E (Q %), (39")

AD =2 [l} (3, % —3,%) + Q”] . (397)
A4F = = 28 (Vi Vi + V3 Vied)

-2V Vsel) +Q33 (397)

v (A ey +ay QM +ag sz)} )
wobei sich Q" und Q" aus den Gleichungen
ViViQ'= —a Q% V2V Q' = -
ViV Q’ =a Q"
VeQ'=VaQ® V,Q"=-VaQ® (407)

bestimmen. Einfachheitshalber haben wir an den
Q-Groflen tuberall den Index 1 weggelassen.

aQu, (40)

Wir stellen nun noch die zur Berechnung der Q'

nach Gl. (29) bendtigten I, fiir das ebene Pro-
blem zusammen 2°,
I'y,=0
0 0
I'yy= —V1511’ Iy = “V2511 s
0
Iigp=— V152>s Iy = —V28229

F121 = = Vz 511 = V;a31 s (41,)
Iypo= —V159.>2 +]/;a32,

I'ye=-2V, 8(1)2 + V2 8(1)1 + ]/(:am s

Iypy=-2 vgf(l)z +V1522 ~Va A3z 3
Tigs=Vaa%, Iy3=—Vaals; (417)
Tys=—-2V,85 —Vadk,

Iyy=-2V, ds +Vaal, (417
F =—2v1£o3 —Vaao,

T3 = -2V, +Vaaly;

Iy = Va O‘71 s Tagy=— Va a%l ’ 417"

F132= V;azz N T232=: — V;a?z .

19 Wenn in (38) als=a%=const, V,{=V,{=0 und
7’=0 sind, was insbesondere fiir a=0 der Fall ist, so
stellen die Gln. (37) und (38) die in den Spannungsfunk-
tionen ausgedriickten Kompatibilititsbedingungen des
ebenen Problems der linearen Elastlzltatstheorie dar:
VI Vl 533 0=/, Vs &35°=V, V, £330=0, AP°=const,

20 Fur m == 1=k sind in (41) die linearisierten Beziehun-
gen 18 mit beriicksichtigt, nimlich /, a”z=0.
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Besonders wichtig ist die GroBe

Qa3= l i (F121 T211—F111 F221)

a ayq

1
+ wal (F122 F212 = T112 F222)
22

(42)

+ (I3 a1 — I'yyg I'a2s) | -

5. Kontinuierliche Verteilung paralleler
Schraubenversetzungen in z-Richtung

In dieser Ziffer behandeln wir den Spezialfall,
daB von den Versetzungskomponenten nur agg (z!, 2%)
von Null verschieden ist. AuBere Krifte sollen nicht
in Betracht gezogen werden. Wir beschridnken uns
also auf das Eigenspannungsproblem. Deshalb ver-
schwindet mit 7" auch F°. Ebenso sind &35 und o9,
gleich Null. Als wesentlich bleibt von den Gl. (37)
noch

AP® = — pagy+ const (43)

iibrig. Nach (43) und (36”) sind dann nur die

al, =vAF1+E{Q’+ [ (82@)2

22

A4Ft = 2L (149) €y Alayy (Vs B2+ a3 (V, 29)%)

a

+ G22I el (46)
a1

765

Komponenten &3, und ¢}, des linearisierten Verzer-
rungstensors von Null verschieden.

Beim Ubergang zur zweiten Niherung stellen wir
zunichst mit Hilfe der Gln. (41) fest, daB alle Q¥
auller Qg5 verschwinden. Wir bekommen entspre-

chend (42) und (41)
4
Qss= Vi eos Vo ety — Vel Vaehl

== i ((ViVi8) (Vo Ve &) (44)
- (V1 V, 297].

Aus (11) und (35”) folgt
¢35 = — [ (33 °)%/ag, + (31 P°)%/a4]1Cs, (45")
edy =¢3y =0, (45”)

9 = = [21(3, 202+ (3, 22|y - (3, 292 C:
ef, = — (3, 2% (3, P C,, (45"
g, = — |23, 9+ (3: B92]Cs - (3, 292C:.

Daraus erhalten wir die Gln. (39) in der Form

AP = const, (46"

(46”/)

+C[V1 ViV 92 + V3 Ve (V D92 -2V 1 Ve (Vi D) (V: PY)]
+ % [(V1 V1 0) (Vz V2 o) — (VI V2 @)2] } s

wo Q" den GIn. (40") /1 V1Q =V V20 =V3V:Q =0 geniigt.

6. Die singulidre Schraubenversetzung

Fir die folgende Rechnung, die uns in quadrati-
scher Naherung das Spannungsfeld einer Schrauben-
versetzung in der Achse eines kreisformigen Hohl-
zylinders unter Beriicksichtigung der Randbedingun-
gen liefern wird, verwenden wir zylindrische Polar-
koordinaten r, ¢, z. Die von Null verschiedenen
Komponenten des Mafitensors und des zugehorigen
CHR1sTOFFEL-Symbols sind dann

rg 1 7y
ay =1, age =712, ag3=1, a},°=—, ayy. = —r. (47)

r b

Ferner ist a=ay; @y =r? Damit erhilt man aus

(35) 21

21 Die zu den Spannungskomponenten in (48) gehorenden
Basisvektoren haben den Betrag 1.

6,— L ¥F 1 OF

T2 Qg2 r or’
_ 1 3F | 1 3F _ oF

Orep = . W‘i— i a_lp’ Ogpgp = ) s (4‘8)
_13 3@

T Qe = or

Eine einzelne Schraubenversetzung mit einem
Burcers-Vektor vom Betrag b, die in der z-Achse
verlauft, wird durch a,,=b0d(r) beschrieben. Im
unendlich ausgedehnten Medium leitet sich dann das
Spannungsfeld der linearen Naherung aus der Span-
nungsfunktion

P=SInr, S= —- (49)

Bb
2z
ab. Handelt es sich um eine ,fiktive“ Versetzung
(VorteErrAsche Distorsion 1. Art) in der Achse eines
kreisformigen Hohlzylinders vom Innen- und AuBlen-
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radius ry bzw. ry. so gibt (49) ebenfalls die lineare
Niaherung. Aus den Gln. (48) folgt ndmlich, daf}
von den Spannungen allein 0,,2 - —S/r von Nuli
verschieden ist, wiahrend die Randbedingungen das
Verschwinden von o,,. 6/, und o,, auf dem Rand
verlangen.

Wir konnen jetzt gleich zum zweiten Naherungs-
schritt gehen. Aus (46”) folgt zuerst, da wir keine
duBeren Krifte haben, @' =0. Das heif3it die Schub-
spannung 0, dndert sich in zweiter Nidherung nicht.
Wir setzen nun (49) in (46”) ein und erhalten

82 ” AAn?r,
3 (50)

b? (1
T 8 u (2m +n)

AAFt =

Die einfachste partikulare Losung dieser inhomo-
genen Gleichung ist

Fi—jHn?r, (51)

die jedoch fir sich allein die Randbedingungen ver-

letzt. Wir haben daher zu (51) eine im ganzen un-

endlichen Raum biharmonische Funktion zu addie-

ren, welche die Erfullung der Randbedingungen ga-
*

rantiert. Diese Funktion muf} offenbar wie F! rota-
tionssymmetrisch sein, d. h. die Form d,r?+d,Inr
haben, wo d; und d, Konstante sind.

Wir machen also folgenden Ansatz:

H. PFLEIDERER, A.SEEGER UND E.KRONER

Daraus folgt nach (48)

o, =H "7 424+ %, ol -0,
2 2
i (53)
Oql/—“H =7 —L2d1+77(H d2)
Die Randbedingungen lauten
ol (r=rg) =0 und ol (r=ry)=0 (54)

Somit wird

H In(ry/ry) Joms —

9 2 2y 2 H (rlz In r°—,f911“v’1,)~
2 (rf—ro)

(ry2—r4?)

(55)

-

und iiber (52) oder (53)

AL _ H 1 2 In (ry/ry)
AF! = o}r + O;q = +4 dl =H r A (;1'2 1,0:)
(56)

Mit (56) und (49) bekommen wir aus (46") auch

0!, wenn wir noch Q" bestimmen. Dies geschieht
2z g

mit Hilfe der Eigenspannungsbedingung?8, daf der

Mittelwert von o, =0, verschwinden muf}. Da nun

wegen (56) AF1=0 ist, folgt

0= -2, 82 ) (57)

(r®—r¢?

Nun sind wir in der Lage, samtliche Spannungs-

o Hoe, il gy e (52) komponer.lten fl..lr das" behandelte Eigenspannungs-
2 problem in zweiter Ndherung zusammenzustellen.
Oy = 12 2 irfln-T 4rfln L~ lnl
P (r®=r¢d) Ty r To
H { 1 2 r 21. T 21, 11 |\
Opp= —41————Ir?ln +ro°In "t +r7In ‘} \ 58
" r? (r*=ry*) ! o . r 7 ) (55}
b2 1 V2 v ’ 1 2 r
Gl = —(1=2v)m n)H - = In "1,
== g | T sa—y ( ( ymo+ T (ierd) T
ub 1
U/"/zgr::()e Opz = ‘23 r

Diese Formeln stimmen mit den entsprechenden, auf
andere Weise erhaltenen Ergebnissen! iiberein.

7. Kontinuierliche Verteilung paralleler
Stufenversetzungen in z-Richtung

In dem jetzt zu besprechenden Fall sind von den
Versetzungskomponenten a*, nur ag (2!,2?) und
a5 (21, 2%) von Null verschieden. Weil dullere Krifte
fehlen, sind &9, und ¢); nach (38”), (37”) und

(36”) sowie 9, nach (38) gleich Null. Deshalb
reduzieren sich die Gln. (37) auf
ogs =2 AR,
(59)
AAFO = _‘f: [y gy — Oog gy} =

Hieraus ist F° zu bestimmen. Nun gehen wir zur
zweiten Niherung und finden wieder, dafl alle Q
aufler Q45 verschwinden. Aus (42), (41) und (36”")

ergibt sich
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. {200-29) - (agy AP — g AF)

+ (1= {1

_9y) [UFO? | AFD®
a

11 a3

Hier bedeuten die Indizes bei F° kovariante Ableitungen beziiglich der a;;-Metrik, also z. B. 4F,°=
ViV Vi F Aus (11), (35'") und (59) folgt

% =[(Q+7»)2Co+vC3 +v(1+7) C5] (4F°)? + (C3+C7) -

(=4V, F% oder FY,,=

edy =& =0,

767
171 5 .
- E*[T(F?nFm — (F112)?) (60
v Ay (F(l)l’F(ZJ_ (F(l)n) )]}
V. 4F°
[F’gl FQ? = (F(I)Z)ﬂ 5 (61/)
(61;/)

69 = ay, (1+)2Cy(AF)? +a11C3{ [F9, FS, — (F?2)2]+v(AF°)2}+[(1+v) Cser:AFgg-er,F‘l’l]AFO,

e=[vC;— (1+») C5] FY, AF

(61)

Q= 55 (1+)2 Cy (AF®)? + ay, C, { [F%FQ)—(F?QV]+v(AF°)2}+[(1+v) CSAZi,p;lHQFgZJAFO.

Mit (61) konnen wir den folgenden in (39) vorkommenden Ausdruck ausschreiben

£ (Vi V1892+V2V2€?1 -2V V,ed) +vAe§3]

=[(1+»)3Co+v(1+v) C3+ (1+7) (1+9?%) C5] A(4F)?

o { [(1+%) C3+vCy] A[F, FY, — (F)]

(62)

+(14+%) Cs[—aAFOAAF°+ S O, AFY, + -2 FY A +2F, AT,

22 11

+‘VC7[F(1)1AF52)2+FgQAF(1)1—2F?2Aﬁ’?2:}.

Fiir a==1 ist der in (62) vorkommende Ausdruck

FY FY, — (F%)? nicht invariant. Zur Berechnung von
A[FS, FS, — (F9,)?] dient dann die Beziehung
A(F11F22—F'12.,) =Fy AF22+F224F11 —2F, AF
+2|- (F111 Fips—F3),) o~ (F112 F?"2_F107)]
(63)
Die GIn. (39) erhalten wir nun zu
03 =vAF'+ E(Q — &%), (64")
AP = const, (64"
AAF‘:—- 2/1 +033) (64',”)

=)

wobei (61), (60) und (62) eingesetzt zu denken
sind und Q" den Bedingungen (40")

V1V10’=V1V20'=V2V2()’=0

unterworfen ist.

8. Die singulédre Stufenversetzung

Eine einzelne, in der z-Achse verlaufende Stufen-
versetzung mit einem Burcers-Vektor vom Betrag b,
der in die z-Richtung weist, wird durch a3, =5 6 (1)
beschrieben. Im unendlichen Medium leitet sich dann
das Spannungsfeld der linearen Naherung aus der
Arryschen Spannungsfunktion

=Ayrsinglnr, Ay=-— _ Kb

27(1—») (65)

ab 22, Handelt es sich wieder um eine ,,fiktive“ Ver-
setzung (VorLrerrasche Distorsion 1. Art) in der
Achse eines kreisformigen Hohlzylinders vom In-
nen- und Auflenradius r, bzw. ry, so gibt nach
Tivpe 22 sowie LemBrriep und Licke 24

J. S. Koenter, Phys. Rev. 60, 397 [1941].
A. Tiveg, Z. Math. Phys. 52, 348 [1905].
G. Lrisrriep u. K. Licke, Z. Phys. 126, 450 [1949].

19 19 19
W
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it 1 FhAFY% + Fos AFY, — 2F% AFY 67
=Ayrsing|lnr+ - 2 Y Tk (66) 1A + Fop A F1y 12412 (67)
RE=r2+r12, = [‘1 FhAF) + -2 ' Py AFy +2F3; 4 F?z]

die Losung, welche die in Ziff. 6 genannten Bedin-
gungen des freien Randes erfiillt.

Den zweiten Naherungsschritt beginnen wir mit A(AF)2=2[ﬂK + _4Fy)* +AFAAF] (68)
der Feststellung, dal wegen Fehlens von &dufleren a” e »
Kriften aus (64”) @'=0 und 0»}::0;2:0 zu ent- beachten, bekommen wir fiir (64°")

folgt. Wenn wir auBerdem noch die Beziehung

nehmen ist. AAF = A, A(AF)2 4 A2 {A[FS 7R, —(F)] (69)
In (60) gibt jetzt das Glied mit a3, keinen Bei- @
trag 4. Ferner ist im Hohlzylinder A4 AF® =0, woraus 4+ P AF9 + Foo AFY; — 2F% AFY:)
mit A= — ,(12,_/15[11;’%%2—2” + (14+2)3Co+7(1+%) Ca+ (1+9) (1 +22) (15]
_ 1 - 2 _ . 37 _ _ ’
= ic}(l—v)y?[(lov 17v+7) u —3(1-2%)30+3» (1—»)(1—-2%) m']
= 2r (1 _ _ _2n —
und  Ay= 20 [8#2 (1+7) Cy vC] 2t v)[ g + (149 s vC,]
=m# [(5-8») u+ (1-2%) m'].
84 i 4
Aus (66) folgt  A(AF%)2= 7L[1 +aT -4 n cos2tp]
%{A{FHI”O (F12)2]+F11AF(2)2+F324F(1)1-2F12AF(1)2} (70)
442 Tt T2 L l,rlAi L
= rf [R‘ - 9 - +cos2tp( 55 14881 R° r2)J'

(70) setze man in (69) ein. Die einfachste partikuldre Losung ist

s 1 A 1 r2r2 1 1 rfr2 1
F1=A02{74—<2A1+ Tz) L (24,4 4y) In? r+m(2— e ,f)

e

(71)

Zur Erfiillung der Randbedingungen dienen pas- funktionen. Das gibt mit 2= £ 2 vier hier interes-
sende im ganzen Raum biharmonische Funktionen, sierende Funktionen. Insgesamt kommen wir so zu

die wie in Ziff. 6 zu il hinzuzufiigen sind. Aus (71) dem Ansatz
ist zu erkennen, dal} hier erstens Funktionen von r
allein in Frage kommen, und zwar dieselben wie bei
der Schraubenversetzung. Zweitens brauchen wir +cos2¢ ( esrtte r*Fes+ ;;) . (72)
noch Funktionen von r mit einem Faktor cos2 ¢.

Bekanntlich sind r*cosig, 2=0, =1, £2,..., Aus (48), (72) und (71) folgen die Spannungs-
Potentialfunktionen und r**2cosl¢ Bipotential- komponenten

F1=i1+elr2+e2lnr

i A 2 1 A 252 1 4,4 ]
%:(2141'*‘ T2>7;\;4 +2e1+ *é [62+(2A1+A2) Inr] +_4‘2*[_ E’R’:l*j_*"loﬁ%_r?]

+cos2<p{[ (2,3 fuyy L2000 —2e4]+—r1?[—';2— (1—41nr) _4e5]

1 A ri
+7[ A W (1-6lnr) - 6e6]}, (73)
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1
T ~2sin2g [Seyrt+ (24,4 14 TR0 e

0

-1
T

r2

A, 1 Ay 1Pr?
]i(l—lnr)—es}—F*r’([—‘Ll‘ ror (1-3Inr) — 366}}’

" A, \ 1 A; rer? 1 iyt 1
%ﬁg=3<2A1+74-)F +2e+ 5 [2A+4) (1-lnr) —e] +Ae[3 it L 5000t 2]

A’
3 L’——rL (5- 6lnr)+6e6}}

+0052§0{12e3r2+ [(2A1+ gy BE2le +264]_1i 1gd.

Die Randbedingungen lauten: o} —0 =0 firr=r; und r=r;. Da sowohl der von r allein abhéngende
Teil von o}, als auch der mit dem Faktor cos 2 ¢ versehene Teil davon die Randbedingungen fiir sich
erfiillen muB, haben wir zusammen 6 Gleichungen zur Bestimmung der Konstanten e;, ey,... . Das
Ergebnis ist

er=— ~—[(2 4+ ’;) s+ (24, +4,) lp(g/ro,g))xJ

ey =2 (A1+ -f—) L's r‘ -+ (24,+4,) (r? lr(lrr;::: )ln )

“ Tr—ﬁ{_ (4y+§ 45) (i —1o%) + [2(2A1+A2) I A R’} In rT} (74)
4= Flz——:—og)—sﬁ{(Al.{—%A” (ri* —=7¢%) (R*+2re*ry?) + 42 [ro? r® —2(r* + 1 )]Rﬂn%

F(2A 4+ 3 A) [ro2(re* + 1212 +4rY) Inrg—r2 (rt+r2r2+4r,%)In rl]} ,
es= Lﬂ{—?’uﬁ%) (r—r¢?) + [(2 Ay + Ay) (R + gt +14%)

(r2—r?
e BR-Brotr?) | R 4 L[t 438 MO — (4 3rg) 2]l
1

= i {2 14 (P 1) — 241+ F4) BBl T

T G- R s
2 7'02
N )

[

Mit (74) sind die Spannungen (13) vollstindig bekannt.
Die einzige noch fehlende Spannungskomponente o}, ist leicht aus (64") zu gewinnen. Die hierfiir benotig-
ten Groflen werden jetzt zusammengestellt. Aus (72) oder (73) folgt

AF1 oy + 6% r 1 T r2 1 rfrd 1

+cos2¢|12e3r*+ (84,+54 - (A2]nr+4~es)rvl2 +A2—"£5‘ﬁ—i].

Die Formel (61") schreiben wir etwas ausfiihrlicher

Ec§ =4y (AP + 2o [F Y — (PR
;= zi: [—=3(1-2%)3 +(1-2%) (=32 +4v—1)m +v(1—») (—4pu+n)], (76)

- L _ _ '
A“—Z/ﬁ [Byu—(1—-2%) m —n'].
Aus (66) bekommen wir

dFY? 50 _ L. BT
A 2(1 congD)(R4 + _>,

2 1 2.2 1 4 .4 1
[Fll Fov = (Fl)) ] = ’;4 == *Ri + J’-oR:lA **r:{ = DE:L* ‘76‘ (77)
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Q: mufl wieder dafiir sorgen, dal der Mittelwert
0., =0}, verschwindet. Das ist bei den hier fehlen-
den duBeren Kriften die Gleichgewichtsbedingung

in z-Richtung. Mit (75) und (77) ist

1 0 r
AF =0 o P Foo — ()2 =0,

und

deshalb wird

f — FeQ — AF0)2 _ 2 In (r/ry) 1
EQ =Fef, = Ay(AF)2 =4 dg? 4| 1000 _ L
(78)

Wir konnen nun (78), (77), (76) und (75) in
(64") einsetzen, womit auch ¢., berechnet ist. Die
Spannungskomponenten der linearen Theorie er-
geben sich natiirlich leicht aus (66) und (48).

Die Dilatation erhalt man in zweiter Naherung,
wenn die oben (bis auf AF°) alle angegebenen

Groflen
o2 = (1+)2(4P)?,

or= (1 +v) AF°+ AF' 4 o}, (79)
o= o [P Fh — (Fly +v(4F)?

H. PFLEIDERER, A. SEEGER UND E.KRONER

in (16) eingesetzt werden. Die mittlere Dilatation

ist nach (19), (79) und (78)
(80)
O=u(AF)2=4u Ay

— uip,
(ry2—r¢?) R? —y ¥

u=[(1+4+v)2s,+7s3],% = mittlere Energiedichte.

In (ry/ry) 1,,] —4
1

Die vorstehende Gl. (80) ist in etwas anderer Form
und unter Vernachldssigung des Gliedes 1/R? auch
schon frither 14 angegeben worden.

Falls man sich nur fiir den Bereich in groflem
Abstand von den Réndern bei ry und r; interessiert,
diirfen die obenstehenden Formeln durch den Grenz-
tibergang ry— 0 und r; — oo vereinfacht werden.
Entsprechend (74) bekommen wir dann zunachst

e;=e3=es=e=0 und

e5= — . Inrg.
4

es=—(2A4,+4,) Inr,,

Die sich daraus fir die Spannungskomponenten in
zweiter Naherung (also einschlielich der linearen
Spannungen) ergebenden Ausdriicke sind

Op=Ag S0P 4+ A2 4 4 A)In T 4cos2g 4 1_41nL),
r r Ty 4

To /

orp= —dy PBL | ig' ’; sin 2 @ (l—ln %),
0

T

or =AY+ A5 (24,44 (1-1n L)~ A cos2g .

O, =0¢z=0,
A

Die Dilatation in dem genannten mittleren Bereich ist

pi=[(1+») (24;+4,) —2 43] s,
a=2» 1
(I—2%) 8u

+(1-29) (=142 +15v—3) m +2v(»*—2v+1) n],

5 (12241007 -259+9) u—12(1-2%)30

(81)
o
0,.=2v 4, si;;gvz P rf{v(2A1+A2) — 24, +cos2¢ [(2A3+A4) i ln 7:07]}.
O={12s ’io'ir:f‘+ A,?:{ (p1+2u) +Cos2¢[p2— (2u+s5) +pyIn ! ]}
0
[u wie in (80), wegen s;, s, und sg siehe (16)],
(82)

1—29») 1

p2= (2 43+ A4y) s, = (47 8

(812 u—6(1—-29)37

+(1-2v)(—62+8v-3)m' +(—-2»2+2v-1)n'],

1

p3=—(1+"’) Azslz 1—») 8‘1473

[(5-8%) p+ (1-2v)mT].

Gl. (82) bildet den Ausgangspunkt fiir die Berechnung des elektrischen Widerstands von Stufenversetzun-
gen in Metallen 2, bei der sich die ,linearen” und die ,,quadratischen“ Beitrdge zu @ als gleich wichtig

25 A. Sercer u. H. Bross, Z. Naturforschg. 15 a, 663 [1960].
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erweisen. In der eben genannten Arbeit finden sich auch numerische Angaben iiber die hier auftretenden

Konstanten im Falle des Kupfers.

Anhang

Einige in dieser Arbeit verwendeten Begriffe und Be-
zeichnungen aus dem allgemeinen Tensorkalkiil sollen
hier kurz erklirt werden. Ausfiihrliche Darstellungen
mit allen notigen Beweisen bringen die Lehrbiicher der
Tensorrechnung 2. In krummlinigen Koordinaten 2%
1aBt sich das Quadrat der Entfernung zweier unmittel-
bar benachbarter Punkte als quadratische Form der
Koordinatendifferentiale dz* darstellen. Man schreibt
abgekiirzt ds®=ay;dz* da?, wobei iiber die gleichen
Indizes summiert wird. Diese Summationskonvention
haben wir auch in allen "anderen Gleichungen dieser
Arbeit angenommen, in denen solche Summen vorkom-
men. Da dz* die Komponenten des zwei Nachbarpunkte
verbindenden Vektors sind, andererseits die Entfernung
zwischen diesen Punkten vom Koordinatensystem un-
abhingig, d. h. invariant ist, stellen die Koeffizienten az;
der quadratischen Form nach einer geldufigen Definition
die Komponenten eines Tensors zweiter Stufe dar. Man
nennt sie die kovarianten Komponenten des MaBtensors.
Offenbar legt dieser Tensor in unmittelbarer Umgebung
eines Punktes die dem zugehérigen Koordinatensystem
entsprechende Metrik fest.

Nach seiner Definition ist der Maftensor symmetrisch
und vom Orte abhingig. Die zugehorigen (mit oberen
Indizes geschriebenen) kontravarianten Komponenten
des MaBtensors bestimmen sich aus den Gleichungen
air a’*=9;7 . Mit Hilfe des MaBtensors lassen sich die
ko- und kontravarianten Komponenten eines beliebigen
Tensors ineinander umrechnen, was in der iiblichen,
auch hier beniitzten Schreibweise auf ein Heben oder
Senken der betreffenden Indizes hinauslduft. Beispiels-
weise gilt fiir einen beliebigen Tensor zweiter Stufe

ti=a*t) =d*t, =d*allty (83"
oder
k k A
tij=aixt; =ajrt;. =aipathl. (83")

Bei der (Eukumischen) Parallelverschiebung 27 eines
in einem krummlinigen Koordinatensystem 2* gegebe-
nen Vektors miissen sich dessen Komponenten v* wegen
der ortsabhingigen Metrik natiirlich dndern. Man defi-
niert nun das sogenannte absolute Differential eines
Vektors durch die Beziehungen

. 7%
ok = dvF +a,f of dam (84")
oder

Ovx = dvp — a;nkl, vy dx™ (84")

26 Zu unserer Darstellung vgl. insbes. J. A. Scrouvren, Ricci
Calculus, Springer-Verlag, Berlin-Gottingen-Heidelberg
1954, Kap. III, §§ 1—5.

27 Bei der Ableitung der Grundgleichungen der Eigenspan-
nungsbestimmung miissen auch nicht-Evkripische (Levi-
Crvitasche) Parallelverschiebungen im natiirlichen Zu-

je nachdem, ob die kontra- oder kovarianten Kompo-
nenten des Vektors beniitzt werden. dv* ist das totale
Differential im iiblichen Sinn:

(85)

Die in den ersten beiden Indizes symmetrischen Gréfen
PR o 5 s
@ py- sind die sog. CuristorreL-Symbole zweiter Art

'k gk 1t
Ui =@ Qi3 Ati =% (Cm @it + 31 @mi— Qi aim) - (86)

An der Definition des absoluten Differentials ist ent-
scheidend, daB} es verschwindet, wenn die zu zwei um
dz* auseinander liegenden Punkten gehorigen Vektoren
v* durch (Euvkumische) Parallelverschiebung auseinan-
der hervorgehen.

Von den Formeln (84) ausgehend wird die kovariante
Differentiation (Symbol V,,) eines Vektors definiert:

Unt*=3nvi+a,f o, Vmvk=03mvi—a,tu.
(87)

Verallgemeinert auf einen Tensor P*,, gilt z. B.

Va P =0, P +an! Py, (88)
+ a,,m.l P a,/,m’.’ P“,', :

Wie man leicht nachrechnet, ergibt die kovariante
Differentiation des MaBtensors Null. Daher darf die
Reihenfolge der Operationen ,kovariante Differentia-
tion“ , Heben oder Senken von Indizes“ vertauscht
werden. Das entsprechende gilt nicht fiir die gew6hn-
liche Differentiation. Also darf z.B. die Gleichung
Aml’.‘=vm t/* auch Amir=Vmti; geschrieben werden,
dagegen folgt aus BpX=0m t/* nicht Buir="Omtix .

Die Anwendung der Formeln (83) in den Gleichun-
gen der vorliegenden Arbeit ist an einer Stelle unzulds-
sig: Aus der Ableitung der Grundgleichung (22) folgt,
daB der Zusammenhang zwischen g’ und gi; durch
8P g4r=0,P gegeben ist, so daBl nicht etwa, wie aus
(83) folgen wiirde, aip ajq g7 =gij gilt. Die in Gl. (22)
oben stehenden Indizes p und ¢ sind also kontravariant
in bezug auf die Metrik gz; des natiirlichen Zustands,
nicht etwa in bezug auf die Metrik az; des deformierten
Zustands. Betrachtet man nur die quadratische Nahe-
rung, so darf in Gl. (29) wegen der Kleinheit von &z
in gr=ax—2 e gP? durch aP? ersetzt werden; die
oben erwdhnte Komplikation entféllt dann.

Wir schliefen mit einer kurzen Erlduterung des von
uns ofter verwendeten total antisymmetrischen Tensors

stand (Ziffer 3) betrachtet werden. Bei der von uns vor-
geschlagenen Auswertung dieser Gleichungen ist dies da-
gegen nicht mehr nétig, da diese sich ganz im Evkripischen
deformierten Zustand abspielt. An den natiirlichen Zu-
stand erinnert in Gl. (22) vor allem noch gP¢, das eine be-
sondere Behandlung erfordert (s. u.).
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dritter Stufe (Levi-Civita-Tensor). Alle Komponenten
dieses Tensors verschwinden, wenn mindestens zwei der
Indizes gleich sind. Stellt die Indexfolge ikl in €% hzw.
€11 eine gerade Permutation der Zahlenfolge 1, 2, 3
dar, so erhélt die entsprechende Tensorkomponente den
Wert | a®!|'* bzw. |ax;|":. Bei ungerader Permutation
hat man entsprechend —|a*’|”* bzw. —|aw|":.
|axi|=a und |a*'|=1/a sind die aus den ko- und
kontravarianten Komponenten des Malitensors gebilde-

ten Determinanten. Mit Hilfe des Levi-Crvira-Tensors
liBt sich z.B. der Rotor eines Vektors (V xv) als
€kt N/}, v; darstellen. Der letzte Ausdruck ist wegen der
Symmetrie von a,,;* in m, [ gleich €% 3 vy,

Die Verfasser danken den Freunden der Technischen
Hochschule Stuttgart und der Deutschen For-
schungsgemeinschaft fir die Unterstiitzung
ihrer Arbeiten.

Gitterdeformationen um Zwischengitteratome, Leerstellen,
Zwischengitteratom-Paare und Frenkel-Paare in Kupfer

Von K. H. Bexnemany und L. TEworpT

Aus dem Institut fiir theoretische Physik der Universitit Miinster i. W.
(Z. Naturforschg. 15 a, 772—782 [1960] ; eingegangen am 4. Juli 1960)

The distortions of the lattice around a number of different point defects in copper are calculated
with the help of the electronic digital computer Z 22 using a general method developed by Teworprt 3.
In the case of an interstitial which is sited at the center of an elementary cube about 500 atoms and
in the case of a vacancy about 50 atoms are treated as discrete particles. The elastic solutions which
are joined to the displacements of the discrete particles are determined for an anisotropic continuum.
The changes in volume of the crystal arising from the interstitial are found to be 0.911, 1.219 and
1.441 atomic volumes respectively for the Morse potential V) and the two Borx—Maver potentials
Vy, Vs we have used [see Egs. (25) — (27)]. The corresponding values for the vacancy are —0.441,
—0.378 and —0.321 atomic volumes. Further we caluclate the relaxation of the lattice around three
configurations of interstitial pairs with axes in the (1,0,0), (1,1,0) and (1,1,1) directions con-
sidering about 100 atoms as movable in each case. The contributions to the binding energies arising
from the potential ¥, turn out to be 0.81, —0.18 and —0.26 eV respectively. This strongly indicates
that interstitial pairs can attract one another. Finally the stability of the 10 closest interstitial-vacancy
pairs (FreNkeL pairs) is examined. All pairs smaller than 1.5 lattice constants in diameter are found
to be instable, the other pairs are stable and give a discrete spectrum of Borx—Maver energies. The

results are discussed in connection with recent experiments in the field of radiation damage.

Durch verschiedene experimentelle Methoden wie
Kaltverformung, Abschrecken und Bestrahlung bei
niedrigen Temperaturen mit energiereichen Teilchen
(Deuteronen, Elektronen, Neutronen) erzeugt man
in Edelmetallen Gitterfehler. Beim Aufwidrmen wer-
den diese Fehler durch Erholungsprozesse nach und
nach wieder beseitigt. In den letzten Jahren wurde
in einer Reihe von Experimenten versucht, diese
Erholungsprozesse zu analysieren. Besonders sei
hier Bezug genommen auf die von MacNuson—
PaLver—KoesLER ! sowie CORBETT—WALKER—SMITH ?
ausgefithrten Versuche, in denen Kupfer bei etwa
10 °K mit Deuteronen bzw. Elektronen bestrahlt
und anschlieffend die Erholung des Kristalls von
den Gitterfehlern in der Temperaturzone 10° bis
65 °K, iiblicherweise als Erholungszone 1 bezeich-
net, eingehend untersucht wurde. Dabei beobachtete
man ein Spektrum von Erholungsprozessen mit dis-

1 G.D. Macnuson, W. Parmer u. J. S. KoenLer, Phys. Rev.
109, 1990 [1958].

kreten Aktivierungsenergien. Die ersten beim Auf-
wirmen eintretenden Prozesse besitzen gemeinsame
charakteristische Eigenschaften, die darauf hinwei-
sen, daf es sich hier um eine direkte Rekombination
von engen FreNkeL-Paaren handelt. Die anschlie-
Benden restlichen Erholungen in der Zone 1 sollen
in der Rekombination von im Gitter sich frei bewe-
genden Zwischengitteratomen mit immobilen Leer-
stellen bestehen. Jedoch ergibt sich aus den Ver-
suchen, dal} diese wandernden Zwischengitteratome
nur teilweise mit Leerstellen rekombinieren. Man
nimmt an, dafl der Rest mit anderen Zwischengitter-
atomen Komplexe bildet, im einfachsten Falle Paare,
die schwer beweglich sind und die die Erholung in
Zone 1 tberleben.

Die bei der Erholung in der Zone 1 sich abspie-
lenden Vorgiinge sind grundlegend wichtig und auch
der Schliissel zum Verstindnis der Erholungsmecha-

2 J. W. Corserr, R. M. Warker u. R.B. Swirs, Phys. Rev.
114, 1452 [1959].



